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Синтез та класифікація періодичних траєкторій руху вантажу хитної 
пружини 
Л. М. Куценко, В. В. Ванін, О. В. Шоман, Л. Л. Запольський,  
П. М. Яблонський, С. В. Васильєв, В. Я. Даниленко, О. І. Сухарькова, 
С. Ю. Руденко, М. М. Журавський  
Продовжено дослідження можливостей геометричного моделювання не-
хаотичних періодичних траєкторій руху вантажу хитної пружини та її різно-
видів. В літературі хитною пружиною (swinging spring) називають різновид 
математичного маятника, який складається з точкового вантажу, приєдна-
ного до невагомої пружини. Другий кінець пружини фіксується нерухомо. Розг-
лядаються маятникові коливання пружини у вертикальній площині за умови 
збереження прямолінійності її осі. Шукана траєкторія вантажу хитної пру-
жини моделюється з використанням рівнянь Лагранжа другого роду.  
Актуальність теми визначається необхідністю дослідження умов відме-
жування від хаотичних коливань елементів механічних конструкцій, до складу 
яких входять пружини, а саме визначення раціональних значень параметрів для 
забезпечення періодичних траєкторій їх коливань. Хитні пружини можна ви-
користати як механічні ілюстрації при дослідженні складних технологічних 
процесів динамічних систем, коли нелінійно зв'язані коливальні компоненти си-
стеми обмінюються енергією між собою. 
Одержані результати дозволяють долучити до переліку числових пара-
метрів хитної пружини ще й періодичні криві як "параметри" в графічній фор-
мі. Тобто визначити числові значення параметрів, які б забезпечили існування 
наперед заданої форми періодичної траєкторії руху вантажу хитної пружини. 
Розглянуто приклад обчислення маси вантажу за відомими жорсткістю пру-
жини, її довжиною без навантаження, початковими умовами ініціалізації ко-
ливань, а також (увага) формою періодичної траєкторії цього вантажу. Оде-
ржано періодичні траєкторії руху вантажу для модифікацій хитної пружини - 
таких як підвішеної до рухомого візка і вісь якої збігається з математичним 
маятником. А також двох хитних пружин зі спільним рухомим вантажем і з 
різними точками кріплення. 
Одержані результати проілюстровано комп'ютерними анімаціями коли-
вань відповідних хитних пружин та їх різновидів. 
Результати можна використати як парадигму для вивчення нелінійних 
зв'язаних систем, а також при розрахунках варіантів механічних пристроїв, де 
пружини впливають на коливання їх елементів. А також у випадках, коли в те-
хнологіях використання механічних пристроїв необхідно відмежуватися від ха-
отичних переміщень вантажів і забезпечити періодичні траєкторії їх руху 
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У сучасному розумінні складний технологічний процес можна трактувати 
як динамічну систему, що складається з нелінійно зв'язаних коливальних ком-
понентів. При цьому, в рамках динамічної системи її компоненти можуть обмі-
нюватися енергією між собою. У роботах [1–3] розглянуто підхід до розв'язання 
класу задач, пов'язаних з феноменом обміну енергією між компонентами. При 
цьому досліджуються питання залежності цього дійства від параметрів керу-
вання системою. Метод полягає в тому, щоб визначити загальну енергію систе-
ми й правильно оцінити енергетичні величини в часі, а також їх зв'язок для ко-
жного з компонентів. 
Для ілюстрації такого підходу використовують двовимірний пружинний 
маятник як механічну модель дослідження декількох нелінійно зв'язаних сис-
тем. Такий різновид пружинного маятника в ідеалізованому вигляді складаєть-
ся з «точкового» вантажу масою m, прикріпленого до кінця невагомої пружини 
жорсткістю k і довжиною h у ненавантаженому стані. Інший кінець пружини 
закріплений нерухомо. Утворена в такий спосіб коливальна система має руха-
тися тільки у вертикальній площині, при цьому зберігаючи вісь пружини пря-
молінійною. Точковий вантаж одночасно виконує два види коливань: подібних 
пружині – коли переміщається уздовж прямолінійної осі пружини, і подібних 
маятнику – коли здійснює коливання сумісно з її віссю. Такий різновид коли-
вальної системи в літературі одержав назву хитної пружини (swinging spring) 
[4]. На практиці хитні пружини можуть виконувати роль механічних ілюстра-
цій, де аналізуються поперечні (маятникові) коливання і поздовжні (пружинні) 
коливання. У випадку, коли відношення частот зазначених коливань відрізня-
тимуться приблизно в два рази, то хитна пружина буде в стані резонансу.  
В роботах [1–3] наведена велика кількість можливих впроваджень ідеї ко-
ливань хитної пружини. Наприклад, коливання хитних пружин мають безпосе-
реднє відношення до багатьох механічних динамічних систем. Були виявлені 
ефекти порушення стійкості й керованості швидкохідних кораблів в процесі ро-
зрахунків їх динаміки в умовах несприятливих хвиль. При співвідношенні 1:2 
частот кормових і бокових коливань відбувається втрата динамічної стійкості 
[5]. Коливання хитних пружин допомагають дослідити і динаміку надзвукових 
літаків, коли виявляються ефекти порушення їх стійкості й керованості. Вияви-
лося, що найбільш інтенсивне розгойдування бічних коливань має місце, коли 
коливання за кутом атаки відбуваються із частотою вдвічі більшої частоти біч-
них коливань [4]. Ці приклади пояснюють, коли у рамках динамічної системи 
(корабель або літак) доцільно враховувати обмін енергією між її компонентами 
(подовжніми і поперечними коливаннями). 
Видозмінена модель хитної пружини – модель гнучкої нитки – важливу 
роль відіграє у будівельній механіці. Адже гнучка нитка – це своєрідна пружи-
на, що діє тільки на розтягнення. У типовій двовимірній моделі гнучка нитка 
одночасно може здійснювати поперечні коливання у своїй площині (аналог ку-
тових коливань хитної пружини з вантажем) і маятникові коливання, що поєд-
нують опорні закріплення (аналог вертикальних коливань) [6]. Прикладом є 









відношенні частот 1:2 зазначених коливань відбувається втрата динамічної 
стійкості, і тоді виникають поперечні коливання нитки, амплітуда яких може 
досягати досить великих значень. Можливість виникнення таких явищ необхід-
но враховувати при розрахунку різноманітних конструкцій будівельної механі-
ки (висячих мостів, вантово-балочних систем, канатних доріг, ліній електропе-
редачі, різноманітних антен тросових системи для втримання об'єктів, гнучких 
шлангів, тощо) [4].  
Зрозуміло, що стан резонансу хитної пружини має відбуватися при певній 
комбінації значень параметрів хитної пружини. А саме, коли період вертикаль-
них коливань буде приблизно вдвічі меншим за період горизонтальних коли-
вань [7]:  
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Тут m – маса вантажу, k – жорсткість пружини, h – довжина пружини у не-
навантаженому стані, g – прискорення земного тяжіння.  
Крім умов резонансу існує ще одна можливість охарактеризувати хитну 
пружину. А саме, виділити періодичні траєкторії з можливих рухів під час ко-
ливань вантажу хитної пружини [8, 9]. Для цього необхідно виявити закономір-
ності утворення періодичних траєкторій залежно від параметрів хитної пружи-
ни. А також класифікувати одержані періодичні траєкторії за типом схем меха-
нічних пристроїв, що їх утворюють. І кожній періодичній траєкторії бажано по-
ставити у відповідність певне число, яке б характеризувало її геометричну фо-
рму. Крім того, важливими будуть дослідження різновидів конструкцій, до 
складу яких входять хитні пружини. 
Отже, доцільними будуть дослідження, спрямовані на геометричне моде-
лювання періодичних траєкторій руху вантажу хитної пружини, а також різно-
видів конструкцій хитних пружин. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Способи одержання розв'язку динамічної системи, в основі якої знаходять-
ся ідеї хитної пружини, звичайно використовують координати, які визначають 
рух пружини й маятника [1–3]. При цьому передбачається можливість запису 
гамільтоніана у вигляді суми трьох членів, що відповідають енергіям, пов'яза-
них з рухами: пружини, маятника й компонента їхнього зв'язку. У результаті 
з'являється можливість з'ясувати, як енергія розподіляється між розглянутими 
трьома енергетичними величинами. Також з'являється можливість з'ясувати, як 
розподіл енергії змінюється відповідно до повної енергії й керуючим парамет-












допомогою отриманих аналітичних виразів аналізується обмін енергією для 
окремих траєкторій. Також одержують глобальні характеристики розподілу 
енергії хитної пружини шляхом обчислення просторових і середніх за часом 
компонентів енергії для великої кількості траєкторій (періодичних, квазіперіо-
дичних і хаотичних) на всім протязі фазового простору. 
У роботі [8] вивчаються зміни в поведінці хитної пружини, коли під конт-
ролем параметра один відгук стає нестійким і замінюється іншим. Вибірка Пу-
анкаре використовується для зведення проблеми опису стійкості граничного 
циклу до більш простої задачі визначення стійкості нерухомої точки відобра-
женням Пуанкаре. В роботі [9] досліджено вплив амплітуди й частоти базового 
руху на періодичну реакцію системи й аналізуються біфуркаційні характерис-
тики періодичного розв'язку. Установлено, що біфуркація Хопфа може відбува-
тися в періодичному відгуку системи, що відповідає деяким базовим частотам і 
амплітуди. У статті [10] динаміка пружинного маятника досліджується з вико-
ристанням асимптотичних методів. Методи теорії нелiнiйних нормальних форм 
коливань дозволили дослідити динаміку маятника не тільки для малих, але i для 
значних амплітуд коливань. В роботі [11] проведені експериментальні спосте-
реження й наведені прості пояснення руху вантажу пружини, у тому числі доб-
ре відомий випадок, коли частота коливань у вертикальному напрямку вдвічі 
більше, ніж для руху маятника. В роботах [12, 13] наведено теоретичне дослі-
дження плоских малих нелінійних коливань хитної пружини з нелінійною за-
лежністю натягу пружини від її подовження. Використовується метод гаміль-
тонової нормальної форми. Рішення гамільтонових рівнянь нормальної форми 
показали, що періодична перебудова коливань між вертикальною й горизонта-
льною модами відбувається тільки у випадку резонансів 1:1 і 2:1. У всіх інших 
випадках, як при наявності резонансу, так і при його відсутності, коливання ві-
дбуваються із двома постійними частотами. В роботі [14] перетікання енергії 
між подовжніми і маятниковими коливаннями розглядається як пульсація. 
Пульсація і ступінчаста прецесія є характерними особливостями динаміки хит-
ної пружини. Для визначення повного аналітичного рішення використано гамі-
льтонову редукцію. В роботі [15] досліджуються коливання хитної пружини з 
рухомою точкою підвісу. У статті [16] хитний маятник описано як механічну 
систему із двома ступенями свободи. Для цього з використанням рівнянь Якобі 
– Леві – Чивіти складено та чисельно розв'язано скалярне диференціальне рів-
няння. В роботі [17] досліджено періодичний процес перекачування енергії хи-
тної пружини від однієї моди до іншої. Знайдений аналітичний опис з високою 
точністю відображає процес при будь-яких початкових відхиленнях маятника. 
Проведено порівняння даного алгоритму з алгоритмами класичного методу но-
рмальної форми. У роботі [18] показано, що інтегральне наближення просторо-
вої хитної пружини, налаштованої на резонанс 1:1:2, має монохромію, а ступін-
частий кут прецесії площини коливання резонансного пружинного маятника є 
числом обертання інтегрального наближення. В роботі [19] коливання хитної 
пружини аналізується з позицій енергообміну в рамках параметричного механі-
зму. Зокрема, хитна пружина, із двома ступенями свободи є автопараметрич-









тем. В роботі [20] використовується інваріантна нормальна форма, яка дозволи-
ла у рамках єдиного підходу не розділяти коливання хитної пружини на випад-
ки автономні - не автономні, чи резонансні – нерезонансні. Робота [21] присвя-
чена дослідженню зв'язку можливої траєкторії вантажу хитної пружини з фігу-
рами Ліссажу. 
Але ці глибокі теоретичні роботи часто не дають чітких алгоритмів побу-
дови нехаотичних періодичних траєкторій вантажу хитної пружини. Для інже-
нерної практики крім теоретичних досліджень необхідні способи побудови реа-
льних нехаотичних періодичних траєкторій вантажів хитних пружин. Деякі з 
них описані в роботі [22], де наведено приклади періодичних траєкторій, а та-
кож в [23], де проведено дослідження умов побудови періодичних траєкторій. У 
роботі [24] наведені приклади періодичних траєкторій хитних пружин. В роботі 
[25] наведено приклад побудови траєкторії руху вантажу хитної пружини. В 
роботі [26] описано динаміку хитної пружини двома різними способами: за до-
помогою рівнянь Лагранжа й застосуванням другого закону Ньютона. У роботі 
[27] наведена велика кількість періодичних траєкторій руху вантажу хитної 
пружини. При цьому вивчаються рухи пружинного маятника в залежності від 
двох його параметрів управління (відношення частот пружини і маятника). По-
казано, що в межах дуже малих і дуже великих значень параметрів траєкторія 
вантажу пружинного маятника переважно регулюється, а зміни параметрів бі-
льшості початкових умов приводять до хаотичних траєкторій. В роботі [28] на-
ведено maple-програму побудови траєкторії вантажу хитної пружини. В роботі 
[29] наведено спосіб побудови зазначених траєкторій. В роботі [30] на основі 
складеної програми проілюстровано параметричний резонанс хитної пружини, 
який проявляється в передачі енергії від вертикальних коливань вантажу до го-
ризонтальних й навпаки. Показано, що швидкість і амплітуда передачі енергії 
істотно залежать від початкових умов. 
В роботах [31, 32] для побудови періодичних траєкторій вантажів різнови-
дів математичних маятників наведено спосіб проекційного фокусування. В ро-
боті [33] розглянуті приклади реалізації цього способу. В роботі [34] наведено 
спосіб знаходження значень набору параметрів для забезпечення нехаотичної 
періодичної траєкторії руху точкового вантажу хитної пружини. В роботі [35] 
наведено комп'ютерні анімації коливань відповідних хитних пружин, які ілюст-
рують одержані результати.  
В результаті огляду літературних джерел [1–30] були виявлені питання, ще 
не досліджені іншими авторами, зокрема стосовно розробки універсального 
способу побудови періодичних траєкторій руху вантажу хитної пружини та 
класифікації цих траєкторій залежно від основних параметрів хитної пружини.  
 
3. Ціль та задачі дослідження 
Метою є класифікація та синтез періодичних траєкторій руху вантажу хит-
ної пружини та її деяких різновидів.  
Для досягнення поставленої мети маємо вирішити наступні задачі: 
– скласти таблицю геометричних форм періодичних траєкторій руху ванта-












– за допомогою відношення горизонтальних і вертикальних періодів коли-
вань вантажу визначити числа, які характеризуватимуть одержані геометричні 
форми періодичних траєкторій руху; 
– класифікувати періодичні траєкторії руху для: 
а) вантажу хитної пружини, вісь якої коливається сумісно з математичним 
маятником; 
б) вантажу, розташованого в спільній точці кріплення двох хитних пру-
жин; 
в) вантажу хитної пружини, підвішеної до рухомого візка.  
– побудувати фазові траєкторії функцій узагальнених координат хитної 
пружини і її різновидів та надати оцінки діапазону змін їх величин та швидкос-
тей руху вантажу. 
 
4. Визначення періодичних траєкторій вантажу хитної пружини та її 
деяких різновидів 
4. 1. Складання таблиці геометричних форм періодичних траєкторій 
руху вантажу хитної пружин залежно від її параметрів  
В процесі побудови періодичних траєкторій спиратимемося на роботи [31–
35]. Тому, проміжні результати будемо по можливості опускати, і наводитиме-
мо лише готові результати. 
Для всіх задач нехай виконуються умови ідеалізації руху вантажу:  
– параметри і початкові умови задаються в умовних числових одиницях;  
– маятникові коливання пружини відносно нерухомого підвісу здійснюєть-
ся у вертикальній площині Oxy; 
– вісь невагомої пружини в процесі коливань залишається прямолінійною; 
– маса вантажу зосереджена точці, розташованій на осі пружини з незакрі-
пленого кінця; 
– опори у вузлах і опір повітря під час коливань відсутні;  
– процес розсіювання енергії відбувається повільно в порівнянні 
з характерними масштабами часу (коливальна система є консервативною). 
Визначимо траєкторії переміщення по вертикальній площині вантажу хитної 
пружини залежно від маси вантажу, початкової довжини пружини у ненавантаже-
ному стані, жорсткості пружини і початкових умов для виникнення коливань. 













У якості першої узагальненої координатної функції v(t) оберемо значення 
кута, який вісь пружини утворює з вертикальною віссю Оу. Другу узагальнену 
координатну функцію u(t) пов'яжемо з подовженням пружини в часі; через h 
позначимо довжину пружини в ненавантаженому стані. Тоді віртуальні коор-
динати рухомого точкового вантажу можна обчислити за формулами: 
 
( )sin ;x h u v   ( )cos .y h u v            (1) 
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Для складання системи диференціальних рівнянь Лагранжа другого роду 
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     
 
      (4) 
 
Постановка задачі. Визначити значення жорсткості k пружини, яка б за-
безпечила періодичну траєкторію переміщення вантажу маси m хитної пружини 
довжиною h у ненавантаженому стані. У початковому положенні хитна пружи-
на розташована вертикально, тобто v(0)=0. Ініціювання коливань здійснюється 
за допомогою імпульсу, наданого вантажу пружини у напрямку осі Ох: 
dv(0)=0.5. Величину 0.5 можна характеризувати як початкову швидкість зміни в 
часі величини кута v(t).  
Застосовуючи алгоритми і програми, описані в роботах [31–34] 
розв’язуємо систему рівнянь (4) зі значеннями параметрів і з початковими умо-
вами v(0)=0; dv(0)=0.5; u(0)=1; du(0)=0. В результаті розв'язання системи рів-
нянь (4) одержуємо інтегральні криві і фазові траєкторії. Фазові траєкторії ха-
рактеризуються кількістю пікселів на їх зображеннях. На рис. 2 наведено графі-
ки зміни кількості пікселів Np залежно від значення жорсткості k для «одинич-












Це дозволило (після уточнення) визначити шість головних критичних значень 
коефіцієнтів жорсткості k: 7.99; 9.55; 12.67;18.12; 22.96; 28.84.  
 
  
а                                    б 
 
Рис. 2. Графіки зміни кількості пікселів залежно від k для m=1: a – у межах 
3<k<13; б – у межах 13<k<30 
 
На рис. 3 наведені миттєві положення хитної пружини і періодичні траєк-
торії руху вантажу масою m=1 залежно від значень коефіцієнта жорсткості k. 
Звернемо увагу, що зображення одержаних геометричних форм траєкторій руху 
вантажу відповідають локальним мінімумам кількостям пікселів на рис. 2. На 
сайті [36] наведено комп'ютерні анімації відповідних коливань.  
 
  
         а                б                      в                          г 
  
д                                   е 
 
Рис. 3. Періодичні траєкторії вантажу на пружині для: a – k=7.99; б – k=9.55; в 









На рис. 4 наведено зображення фазових траєкторій функцій узагальнених 
координат, відповідних періодичним траєкторіям рис. 3. Побудовані на коорди-
натних фазових площинах {u, Du} i {v, Dv}, які на рисунку зображено сумісно. 
Червоним кольором позначено фазову траєкторію функції u(t), а блакитним – 
фазову траєкторію функції v(t). Нагадаємо, що функція u(t) описує довжину 
пружини, а функція v(t) – кут відхилення пружини від вертикалі. 
 
  
а                                    б                              в 
  
г                                  д                                е 
 
Рис. 4. Фазові траєкторії на фазових площинах {u, Du} i {v, Dv}, для: a – k=7.99; 
1<u(t)<1.4; –0,6<Du(t)<0,6; –0.3<v(t)<0.3; –0.45<Dv(t)<0.45; б – k=9.55; 
0.9<u(t)<1; –0.2<Du(t)<0.2; –0.3<v(t)<0.3; –0.44<Dv(t)<0.44; в – k=12.67; 
0.6<u(t)<0.9; –1.1<Du(t)<1.1; –0.35<v(t)<3.5; –0.6<Dv(t)<0.6; г – k=18.12; 
0.2<u(t)<1; –1.8<Du(t)<1.8; –0.4<v(t)<0.4; –0.5<Dv(t)<0.5; д – k=22.96; 0<u(t)<1; 
–2.5<Du(t)<2.5; –0.8<v(t)<0.8; –1.5<Dv(t)<1.5; е – k=28.84; 0<u(t)<1; –3<Du(t)<3; 
–1<v(t)<1; –2.5<Dv(t)<2.5. 
 
Отже, за допомогою фазових траєкторій можна визначити діапазони зміни 
функцій узагальнених координат, а також швидкості їх зміни (рис. 4).  
 
1<u(t)<1.4; –0,6<Du(t)<0,6; –0.3<v(t)<0.3; –0.45<Dv(t)<0.45 (рис. 4, а);  
 
0.9<u(t)<1; –0.2<Du(t)<0.2; –0.3<v(t)<0.3; –0.44<Dv(t)<0.44 (рис. 4, б); 
 
0.6<u(t)<0.9; –1.1<Du(t)<1.1; –0.35<v(t)<3.5; –0.6<Dv(t)<0.6 (рис. 4, в); 
 
0.2<u(t)<1; –1.8<Du(t)<1.8; –0.4<v(t)<0.4; –0.5<Dv(t)<0.5 (рис. 4, г); 
 













0<u(t)<1; –3<Du(t)<3; –1<v(t)<1; –2.5<Dv(t)<2.5 (рис. 4, е). 
 
На наступному етапі виявимо пропорції між коефіцієнтом жорсткості пру-
жини k і масою вантажу m, які б забезпечили однакові за геометричною фор-
мою траєкторії руху вантажів (довжина h=1 пружини у ненавантаженому стані 
є відомою). Для цього необхідно виразити величину маси вантажу m як функ-
цію коефіцієнта жорсткості k. Початковими умовами ініціювання коливань за-
дамо вертикальне положення підвішеної пружини v(0)=0, якій надано початко-
ву кутову швидкість Dv(0)=0.5. Нехай u(0)=1; du(0)=0. 
Періодичну траєкторію визначимо для змінної маси m, зафіксувавши зна-
чення жорсткості пружини. Використовуючи методику, наведену в роботах 
[31–34], побудуємо графік зміни кількості пікселів на зображенні фазових трає-
кторій залежно від маси m, наприклад, для значення k=18.12 (рис. 5). Локально 
мінімальні екстремальні значення графіка дозволяють визначити критичні зна-
чення маси m: 0.627; 0.788; 1; 1.43; 1.88; 2.24. 
 
  
а                                                     б 
 
Рис. 5. Графіки зміни кількості пікселів залежно від m для k=18.12: a – у межах 
0.5<m<1.5; б – у межах 1.5<m<5 
 
На рис. 6 зображено миттєві положення хитної пружини жорсткості 
k=18.12, а також періодичні траєкторії руху вантажу для обчислених величин 
мас вантажів. Бачимо, що періодичні траєкторії на рис. 6 подібні за геометрич-
ними формами траєкторіям з рис. 3. Це вказує на існування певної закономір-
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Рис. 6. Періодичні траєкторії вантажу на пружині для: a – m=0.627;  
б – m=0.788; в - m=1; г – m=1.43; д – m=1.88; е – m=2.26 
 
Зміст рис. 3 і рис. 6 переконує у тому, що ряд геометричних форм періоди-
чних траєкторій повторюються у певній послідовності. Для перевірки цього 
спостереження і для узагальнення методики розглянемо інший варіант коли-
вання пружини, наприклад, при жорсткості k=28.84.  
На рис. 7 наведено графік зміни кількості пікселів на зображенні фазових 
траєкторій залежно від маси m для значення k=28.84. Локально мінімальні екст-
ремальні значення графіка дозволяють визначити критичні значення маси m: 1; 
1.26; 1.59; 2.28; 3; 3.6. 
 
  
а                                        б 
 
Рис. 7. Графіки зміни кількості пікселів залежно від m для k=28.84: a – у межах 













Виявляється, що побудовані періодичні траєкторії руху вантажу матимуть 
вигляд однакових за формою, зображеним на рис. 6. Але при інших значеннях 
маси: m=1 (а); m=1.26 (б); m=1.59 (в); m=2.28 (г); m=3 (д); m=3.6 (е). Це спо-
стереження сприяло побудові таблиці для класифікації величин параметрів m і 
k, які б забезпечили існування періодичної траєкторії руху вантажу хитної пру-
жини (h=1).  
Розглянемо класифікацію періодичних траєкторій руху вантажу хитної 
пружини. Ідентифікувати геометричну форму періодичних траєкторій будемо 









   коливань вантажу.  
В табл. 1 наведено значення відношення горизонтальних періодів коливань 
до вертикальних залежно від геометричної форми траєкторій руху, стосовно 
періодичних траєкторій на рис. 3, 6. Також наведено значення мас вантажів m 















0.276 0.33 0.44 0.63 0.8 1 1.71 
 
0.35 0.415 0.554 0.793 1 1.25 1.525 
 
0.44 0.23 0.7 1 1.26 1.58 1.36 
 
0.63 0.75 1 1.423 1.8 2.27 1.14 
 
0.83 1 1.32 1.9 2.4 3 0.986 
 









Табл. 1 дозволяє визначати значення мас вантажів і форм траєкторій лише 
для дискретних значень k. Для того, щоб визначити допустиме значення маси m 
для довільного 10<k<35 з метою одержати певну траєкторію вантажу (напри-
клад, для перевірки – зображену на рис. 6, а) використаємо інтерполяційну фо-
рмулу для двох точок з координатами (28.84, 1) і (18.12, 0.627). Після обчислень 














m(k)=0.127k–0.0588,                   (5) 
 
які відповідатимуть траєкторіям вантажу, зображених на рис. 6, б–е. 
Отже, для обчислення величини маси m при її переміщенні вздовж періо-
дичної траєкторії при заданій величині коефіцієнта жорсткості k, необхідно 
скористатись однією з формул (5). При цьому з'явилася можливість не лише 
побудувати періодичну траєкторію, але і наперед обрати одну з геометричних 
форм траєкторій, зображених на рис. 6.  
Наприклад, для коефіцієнта жорсткості k=22.96, щоб одержати періодичні 
траєкторії, зображені на рис. 6, а–е, необхідно обрати величини мас, відповідно 
m=0.8; m=1; m=1.27; m=1.8; m=2.38; m=2.85. 
Цим проілюстровано можливість не лише побудувати періодичну траєкто-
рію, але і обрати одну з них, зображену на рис. 6. Таким чином, було 
розв’язано, у певному розумінні, обернену задачу визначення періодичних тра-
єкторій руху вантажу хитної пружини. Далі розглянемо інші класи періодичних 
траєкторій. 
 
4. 2. Клас періодичних траєкторій руху вантажу хитної пружини, вісь 
якої коливається сумісно з математичним маятником 
Розглянемо різновид хитної пружини, поєднаної з математичним маятни-
ком. Нехай віссю хитної пружини є математичний маятник довжиною R і ван-
тажем масою М (рис. 8). Визначимо траєкторію переміщення по вертикальній 















Рис. 8. Схема хитної пружини, поєднаної з маятником 
 
У якості першої узагальненої координатної функції v(t) оберемо значення 
кута, який вісь хитної пружини утворює з вертикальною віссю Оу. Другу уза-
гальнену координатну функцію u(t) пов'яжемо з подовженням пружини в часі; 
через h позначимо довжину хитної пружини в ненавантаженому стані. Тоді вір-
туальні координати рухомого точкового вантажу пружини можна обчислити за 
формулами (1): 
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Для складання системи диференціальних рівнянь Лагранжа другого роду 
використаємо співвідношення (3). В результаті систему рівнянь Лагранжа дру-
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Постановка задачі. Визначити значення маси М математичного маятника 
довжиною R, яка б забезпечила періодичну траєкторію переміщення вантажу 
маси m хитної пружини жорсткістю k і довжиною h у ненавантаженому стані. У 
початковому положенні коливальна система розташована вертикально, тобто 
v(0)=0. Ініціювання коливань здійснюється за допомогою імпульсу, наданого 
вантажу пружини у напрямку осі Ох: dv(0)=1.5. Величину 1.5 можна характери-








чення для параметра u подовження пружини оберемо у вигляді u(0)=1; du(0)=0. 
Застосовуючи алгоритми і програми, описані в роботах [31–34] 
розв’язуємо систему рівнянь (7) чисельним методом Рунге-Кутти із початкови-
ми умовами v(0)=0; dv(0)=1,5; u(0)=2; du(0)=0. Для визначення величини крити-
чного значення M можна скористатися графіком насиченості зображення ліній 
фазової траєкторії [34]. Для параметрів R=8, m=15, k=150 і h=2.5 застосовуючи 
знайдене значення М забезпечимо періодичність траєкторії вантажу хитної 
пружини. На рис. 9 зображено періодичні траєкторії залежно від маси М мате-
матичного маятника. На рис. 10 зображено сумісно фазові траєкторії, побудо-
вані на координатних фазових площинах {u, Du} і {v, Dv}. Позначені червоним 
і блакитним кольором, відповідно. Для підтвердження величини знайденого 
критичного значення M можна скористатися графіком насиченості зображення 
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Рис. 9. Періодичні траєкторії руху вантажу хитної пружини для: а – M=20.4;  
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Рис. 10. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv} для: а – M=20.4; 
0.5<u(t)<7; –8.5<Du(t)<8.5; –1<v(t)< 1; –1<Dv(t)<1.5; б – M=7.17; 1<u(t)<7;  
–8.5<Du(t)<8.5; –1<v(t)<1; –1<Dv(t)<1;  в – M=5.26; 1<u(t)<6.1; –8.2<Du(t)<8.2;  
–1<v(t)<1; –1<Dv(t)<1,5; г – M=2.19; 2<u(t)<5; –5<Du(t)<5; –1<v(t)<1;  
–1.5<Dv(t)<1.5 
  
За допомогою фазових траєкторій можна визначити діапазони зміни функ-
цій узагальнених координат, а також швидкості їх зміни (рис. 10). 
 
0.5<u(t)<7; –8.5<Du(t)<8.5; –1<v(t)< 1; –1<Dv(t)<1.5 (рис. 10, а); 
 
1<u(t)<7; –8.5<Du(t)<8.5; –1<v(t)<1; –1<Dv(t)<1 (рис. 10, б);  
 
1<u(t)<6.1; –8.2<Du(t)<8.2; –1<v(t)<1; –1<Dv(t)<1,5 (рис. 10, в);  
 
2<u(t)<5; –5<Du(t)<5; –1<v(t)<1; –1.5<Dv(t)<1.5 (рис. 10, г).  
 
4. 3. Клас періодичних траєкторій спільного рухомого вантажу двох 
хитних пружин  
Розглянемо коливальну систему, складену з пари хитних пружин. Побуду-
ємо траєкторію переміщення по вертикальній площині Oxy вантажу, спільного 
для цих хитних пружин (рис. 11). Параметрами будуть маса вантажу m, однако-
ві початкові довжини h пружин у ненавантаженому стані, однакові жорсткості 
пружин k і початкові умови для виникнення коливань. Крім того, необхідно за-











Рис. 11. Схема системи двох хитних пружин 
 
У якості узагальнених координатних функції X(t) і Y(t) оберемо значення 
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Для складання системи диференціальних рівнянь Лагранжа другого роду 
використаємо співвідношення (3). В результаті систему рівнянь Лагранжа дру-
гого роду одержуємо у вигляді: 
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dt




2 2 ;p X Y   2 2 22 .q X Y YH H                           (9) 
 
Постановка задачі. Визначити значення маси m, яка б забезпечила періо-
дичну траєкторію переміщення спільного вантажу системи двох хитних пружин 
з коефіцієнтом жорсткості k і довжиною h у ненавантаженому стані кожна.  
У початковому положенні вантаж системи хитних пружин нехай має коор-
динати X(0)=2 і Y(0)=3. Ініціювання коливань здійснюється за рахунок енергії 
пружин. Тобто будуть відсутні імпульси, наданих вантажу пружин у напрямку 
осей: dX(0)=0 і dX(0)=0. Нехай H =5; k=15 і h=2.5.  
Застосовуючи алгоритми і програми, описані в роботах [31–34] 
розв’язуємо систему рівнянь (9) чисельним методом Рунге-Кутти із початкови-
ми умовами X(0)=2 і Y(0)=3; dX(0)=0 і dX(0)=0. Для заданих параметрів k і h не-












рії вантажу хитної пружини. На рис. 12 наведено зображення класу періодич-
них траєкторій залежно від значення маси вантажу m. На рис. 13 наведено су-
міщені фазові траєкторії, побудовані на площинах {u, Du} і {v, Dv}. Зображені 
червоним і блакитним кольором, відповідно. Для підтвердження величини 
знайденого критичного значення M можна скористатися графіком насиченості 
зображення ліній фазової траєкторії [34]. На сайті [36] наведено комп'ютерні 
анімації відповідних коливань. 
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Рис. 12. Періодичні траєкторії руху спільного вантажу двох хитних пружин для: 
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Рис. 13. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv} для: а – m=0.53;  
–2<u(t)<2; –5<Du(t)<5; 1.5<v(t)<3; –6<Dv(t)<6; б – m=0.89; –2<u(t)<2;  
–3<Du(t)<3; 1.5<v(t)<3; –5<Dv(t)<5;  в – m=0.2; –2<u(t)<2; –8<Du(t)<8; 
1.8<v(t)<3; –7<Dv(t)<7;  г – m=0.758; –2<u(t)<2; –4<Du(t)<4; 1.5<v(t)<3,2; 
 –6<Dv(t)<6. 
 
За допомогою фазових траєкторій можна визначити діапазони зміни функ-
цій узагальнених координат, а також швидкості їх зміни (рис. 13). 
 
–2<u(t)<2; –5<Du(t)<5; 1.5<v(t)<3; –6<Dv(t)<6 (рис. 13, а);  
 
–2<u(t)<2; –3<Du(t)<3; 1.5<v(t)<3; –5<Dv(t)<5 (рис. 13, б);  
 
–2<u(t)<2; –8<Du(t)<8; 1.8<v(t)<3; –7<Dv(t)<7 (рис. 13, в);  
 
–2<u(t)<2; –4<Du(t)<4; 1.5<v(t)<3,2; –6<Dv(t)<6 (рис. 13, г).  
 
4. 4. Клас періодичних траєкторій руху вантажу хитної пружини, під-
вішеної до рухомого візка 
Застосуємо хитну пружину у якості рушія при горизонтальному перемі-
щенні моделі візка, розташованого на «естакаді». Для цього утворимо колива-
льну систему, підвісивши хитну пружину під візок (рис. 14). Покажемо, що для 
моделювання поступального руху візка необхідно забезпечити переміщення ва-
нтажу пружини по періодичній траєкторії. А також необхідний імпульс, нада-
ний візку у напрямку передбачуваного руху. Наведемо спосіб визначення трає-
кторії переміщення по вертикальній площині Oxy вантажу хитної пружини, під-












вантажу m, початкова довжина пружини у ненавантаженому стані h, жорсткість 




Рис. 14. Схема хитної пружини, підвішеної до рухомого візка 
 
У якості першої узагальненої координатної функції u(t) оберемо величину 
переміщення візка у горизонтальному напрямку. Другою узагальненою коор-
динатною функцією v(t) буде значення кута, який вісь хитної пружини утворю-
ватиме з вертикальною віссю Оу. Третю узагальнену координатну функцію w(t) 
пов'яжемо зі зміною довжини пружини в часі; через h позначимо довжину хит-
ної пружини в ненавантаженому стані. Тоді віртуальні координати рухомого 
точкового вантажу можна обчислити за формулами: 
 
( )sin ;x u h w v    ( )cos .y h w v                                                   (10) 
 
Лагранжіан задамо як різницю кінетичної і потенціальної енергій:  
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Для складання системи диференціальних рівнянь Лагранжа другого роду 
використаємо співвідношення (3). В результаті систему рівнянь Лагранжа дру-
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Постановка задачі. Визначити довжину h хитної пружини у ненавантаже-
ному стані, коливання якої забезпечили б поступальний рух візка у горизонта-
льному напрямку за умови, що траєкторія руху вантажу буде періодичною. Ру-
шіями процесу руху являтимуться коливання хитної пружини, підвішеної до ві-
зка, а також початковий імпульс, наданий візу у напрямку осі Ох. Наявність та-
кого імпульсу є обов’язковим для поступального переміщення візка. Без впливу 
імпульсу візок буде здійснювати коливальні рухи вздовж осі Ох відносно поча-
ткового положення. Параметри коливальної системи оберемо такі: маса візка 
М=500; маса вантажу хитної пружини m=86.8; жорсткість пружини k=750.  
У початковому положенні хитна пружина розташована горизонтально, 
тобто v(0)= /2. Ініціювання коливань здійснюється маятниковими рухами хит-
ної пружини, а також за допомогою початкового імпульсу du(0)=1, наданого ві-
зку у напрямку осі Ох. Початкові значення для параметра w подовження пру-
жини оберемо у вигляді w(0)=5; dw(0)=0. Тобто початкова довжина хитної пру-
жини дорівнює п'яти умовним одиницям. 
Згідно з методикою, описаною в роботах [31–34] спочатку чисельним ме-
тодом Рунге-Кутти розв’язуємо систему рівнянь (12) із початковими умовами 
u(0)=1; du(0)=1; v(0)= /2; dv(0)=0; w(0)=5; dw(0)=0. Способом проекційного 
фокусування обираємо таке значення параметра h, яке б забезпечило періодич-
ність траєкторії вантажу хитної пружини. Для знаходження критичного значен-
ня h будуються інтегральні криві фазових просторах {u, Du, t}, {v, Dv, t} і 
{w, Dw, t}, а також фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv}. За допомо-
гою фазових траєкторії можна визначити діапазони зміни координатних функ-
цій параметрів в процесі коливання хитної пружини. Для підтвердження вели-
чини знайденого критичного значення h можна скористатися графіком насиче-
ності зображення ліній фазової траєкторії [34].  
Після обчислення h необхідно це значення підставити в систему рівнянь 
Лагранжа другого роду (12) і чисельно розв'язати її методом Рунге-Кутти від-
носно функцій u(t); v(t) і w(t). За допомогою цих розв'язків на площині Oxy ви-
значається наближене зображення траєкторії руху вантажу хитної пружини. На 
рис. 15 зображені періодичні траєкторії переміщення вантажів хитних пружин 













На сайті [36] наведено комп'ютерні анімації відповідних коливань. Аніма-
ції ілюструють геометричні моделі переміщення візка праворуч.  
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Рис. 15. Періодичні траєкторії руху вантажу хитної пружини для:  
а – h=5.44; б – h=5; в – h=3.3; г – h=2.08 
 
На рис. 16 наведено фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv} і 
{w, Dw}, зображені червоним, блакитним і чорним кольором, відповідно. 
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Рис. 16. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {u, Du} і {w, Dw} для:  









–3<Dw(t)<3;б – h=5; 1<u(t)<12; –0.5<Du(t)<2.5; –1<v(t)<1; –1<Dv(t)<1; 3<w(t)<9; 
–4<Dw(t)<4; в – h=3.3; 1<u(t)<11; 0<Du(t)<0.5; –1<v(t)<2; –2<Dv(t)<2; 1<w(t)<8; 
–10<Dw(t)<10; г – h=2.08; 1<u(t)<12; 0,5<Du(t)<2; –0.5<v(t)<3; –5.5<Dv(t)<5.5; 
3<w(t)<7; –10<Dw(t)<10. 
 
Характер руху геометричної моделі візка можна визначити за допомогою 
графіка похідної координатної функції u(t) (рис. 17). 
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Рис. 17. Графіки похідної координатної функції u(t) для: а – h=5.44; б – h=5;  
в – h=3.3; г – h=2.08 
 
За допомогою фазових траєкторій можна визначити діапазони зміни функ-
цій узагальнених координат, а також швидкості їх зміни (рис. 16).  
 
1<u(t)<12; –0.5<Du(t)<2.5; –1<v(t)<1; –1<Dv(t)<1; 3<w(t)<9; –3<Dw(t)<3 
(рис. 16, а); 
 
1<u(t)<12; –0.5<Du(t)<2.5; –1<v(t)<1; –1<Dv(t)<1; 3<w(t)<9; –4<Dw(t)<4 
(рис. 16, б); 
 
1<u(t)<11; 0<Du(t)<0.5; –1<v(t)<2; –2<Dv(t)<2; 1<w(t)<8; –10<Dw(t)<10 
(рис. 16, в); 
 
1<u(t)<12; 0,5<Du(t)<2; –0.5<v(t)<3; –5.5<Dv(t)<5.5; 3<w(t)<7; –













Для повноти класифікації наведемо інші періодичні траєкторії вантажу хи-
тної пружини, підвішеної до рухомого візка. 
Постановка задачі. Визначити масу m хитної пружини з довжиною h у не-
навантаженому стані, підвішеної до рухомого візка масою М, яка б забезпечила 
періодичний коливальний характер руху цього візка відносно початкового його 
положення. Оберемо параметри коливальної системи такі: маса візка М=10; 
жорсткість пружини k=35, довжина h=3. Узагальнені координатні функції і по-
слідовність розв'язання задачі оберемо як в попередньому прикладі. 
Нехай у початковому положенні хитна пружина розташована горизонталь-
но, тобто v(0)= /2. Ініціювання коливань здійснюється лише завдяки маятнико-
вими рухами хитної пружини. Переконаємося, що без початкової умови du(0)=1 
візок буде рухатися лише ліворуч чи праворуч, і не буде поступально пересува-
тися у напрямку осі Ох. У попередньому прикладі візок поступально рухався 
праворуч у тому числі і завдяки такому початковому імпульсу. Початкові зна-
чення для параметра w подовження пружини оберемо у вигляді w(0)=3; 
dw(0)=0. Тобто початкова довжина хитної пружини дорівнює трьом умовним 
одиницям. 
Отже, задачу розв'язуємо з початковими умовами u(0)=0; du(0)=0; 
v(0)= /2; dv(0)=0; w(0)=3; dw(0)=0. Згідно з методикою, описаною в роботах 
[31–34] визначаємо можливі маси m вантажу хитної пружини, які забезпечують 
періодичні траєкторії: 5.06; 4.59; 3.85 і 1.91 (рис. 18).  
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Рис. 18. Періодичні траєкторії руху вантажу хитної пружини для:  







 На рис. 19 наведено фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv} і 
{w, Dw}, зображені червоним, блакитним і чорним кольором, відповідно. 
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Рис. 19. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv} і {w, Dw} для:  
а – m2=5.06; б – m2=4.59; в – m2=3.85; г – m2=1.91 
 
За допомогою одержаних фазових траєкторій можна визначити діапазони 
зміни функцій узагальнених координат, а також швидкості їх зміни.  
 
6. Обговорення класифікації та результатів моделювання траєкторії 
переміщення вантажу хитної пружини та її деяких модифікацій  
Розроблена класифікація та складена таблиця періодичних траєкторій до-
зволяють розв'язувати обернені задачі. А саме – долучити до переліку числових 
параметрів хитної пружини ще й періодичні криві як параметри в графічній фо-
рмі. Величини відношення горизонтальних і вертикальних періодів коливань 
хитної пружини дозволяють визначити числові значення таких параметрів, які б 
забезпечили існування наперед заданої з шести вказаних форм періодичної тра-
єкторії руху вантажу.  
Крім того, розроблений спосіб побудови періодичних траєкторій дозволяє 
оцінювання їх довжин шляхом підрахунку кількості пікселів, що складають зо-
браження траєкторії. Тобто у випадку необхідності з’явилася можливість вказати 
періодичну траєкторію певної довжини, яку слід враховувати під час досліджен-












Наведені в роботі оцінки меж та швидкостей зміни маятникових кутів, а 
також відповідних подовжень та швидкостей подовжень пружини, дозволяють 
досліджувати модифікації хитної пружини, наприклад, у вигляді підвішеної до 
рухомого візка. Відсутність системного підходу до моделювання періодичних 
траєкторій переміщення вантажу хитної пружини та її різновидів затрудняло 
алгоритмічну реалізацію аналогічних впроваджень. 
Отримані результати можна пояснити можливістю застосування варіацій-
ного принципу Лагранжа до розрахунку механічних коливань типу хитної пру-
жини. Це дозволило використати рівняння Лагранжа другого роду для опису 
руху її вантажу. 
До ще не реалізованих можливостей геометричного моделювання при дос-
лідженні коливань конкретних хитних пружин належить розгляд їх резонансно-
го стану. Виникає питання: чи може резонансний стан хитної пружини прояв-
ляться періодичною траєкторією руху її вантажу? Який вигляд матиме така пе-
ріодична траєкторія? Відповіді та такі питання є важливими, адже при цьому 
найбільш ефективно відбувається кутове розгойдування хитної пружини за ра-
хунок енергії цієї пружини. Розвиток випадкового поперечного збурення про-
ходитиме до фіксованого значення амплітуди, оскільки запаси енергії пружини 
конечні. Після досягнення такої амплітуди в ході коливань хитної пружини 
знову відбувається розтягування (або стискання) пружини. Необхідно досліди-







  де m – маса вантажу, k – жорсткість пружини, h – довжина пружи-
ни у ненавантаженому стані, g=9,81. Необхідно перевірити, за яких умов вико-
нується це співвідношення з прийнятною точністю і як це впливає на зобра-
ження періодичних траєкторій переміщення вантажу хитної пружини. Необхід-
но визначити кількість можливих періодичних траєкторій для певного набору 
вхідних параметрів, а також класифікувати зображення періодичних траєкторій 
та виконати градацію з врахуванням збільшення їх довжин. 
Цікаво буде дослідити із зазначених позицій нелінійні зв'язані системи із 
взаємодіючими підсистемами на прикладах задач техніки. Сходинкою до цієї 
мети буде дослідження механічних пристроїв, де пружини впливатимуть на 
траєкторії коливання їх вантажів. Деякі приклади таких пристроїв наведено в 
даній статті. До них ще доцільно додати механізми з пружинами і з рухомими 
вантажами, схеми які мають вигляд: 
– маятника, закріпленого до вертикальної пружини у напрямному при-
строї; 
– варіантів подвійного маятника, одним з елементів якого є хитна пружина; 
– маятника під рухомим візком, на положення якого впливає пружина. 
Труднощі розвитку досліджень в цьому напрямку виникнуть при спробі 
визначати резонансний стан хитної пружини, яка входить до таких пристроїв. А 
також у разі дослідження коливань просторової хитної пружини. 
 
7. Висновки 








траєкторій руху вантажу хитної пружини, які відповідають заданим коефіцієн-
там жорсткості k та значенням маси m. 
2. За допомогою відношення горизонтальних і вертикальних періодів коли-
вань вантажу вдалося визначити шість чисел 1.71; 1.525; 1.36; 1.14; 0.986; 0.9, які 
відповідають одержаним геометричним формам періодичних траєкторій руху. 
3. Виявлено класи періодичних траєкторій руху для: 
а) вантажу хитної пружини, вісь якої коливається сумісно з математичним 
маятником (наприклад, з параметрами R=8; m=15; k=150; h=2.5; M=2.19 і по-
чатковими умовами v(0)=0; dv(0)=1.5; u(0)=2; du(0)=0); 
б) вантажу, розташованого в спільній точці кріплення двох хитних пружин 
(наприклад, з параметрами H =5; k=15; h=2.5; m=0.758 і початковими умовами 
X(0)=2 і Y(0)=3; dX(0)=0 і dX(0)=0); 
в) вантажу хитної пружини, підвішеної до рухомого візка (наприклад, з па-
раметрами М=500; m=86.8; k=750; h=2.08 і початковими умовами u(0)=1; 
du(0)=1; v(0)= /2; dv(0)=0; w(0)=5; dw(0)=0). 
4. Для всіх розглянутих варіантів побудовано фазові траєкторії функцій 
узагальнених координат хитної пружини та її різновидів та надано оцінки діа-
пазону змін їх величин та швидкостей руху вантажу.  
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